符号 体系 和 数 系 


一 ， 符 号 体系 

我 们 不 想 多 谈 数学 运算 符号 的 历史 。 十 、-- 号 是 15 世纪 德国 人 引入 的 。 奥 特 雷 德 
(Oughtred)(1574-1626) 用 x 表示 “ 乘 ”. = 是 1557 年 剑桥 的 雷 科 德 (Recorde)(1510- 
1558) 引入 的 . 韦 达 曾 用 ~, 表示 相等 , 笛 卡 尔 (Descartes)(1596-1650) 刚 用 “ cc" > 、 
< 是 哈里 奥 特 (Harriot)(1560-1621) 首创 的 (他 是 第 一 个 承认 无 理 数 的 代数 学 家 )。 圆 括 
号 出 现 于 1544 年 . 方 括 导 和 人 花 括 号 是 韦 达 从 1593 年 开始 使 用 的 . 平凡 根 号 / 由 篆 卡 尔 
引入 . 篆 卡尔 还 发 明了 乘 方 的 记 法 ， 例 如 Z3 ， 但 是 用 Z2z 表示 平方 (后 被 高 斯 改 为 2 )， 
午 顿 运用 了 正 、 负 、 以 及 分 数 作 指数 . 应 当 指 出 的 是 : 韦 达 用 了 当时 的 符号 将 古 希 腊 的 几何 
学 中 隐藏 的 代数 恒等式 发 掘 出 来 ， 对 于 后 来 的 数学 发 展 是 很 有 益 的 .现在 我 们 所 熟悉 的 运算 
符号 的 最 终 确立 完成 于 莱 布 尼 效 (Leibniz)(1646-1716) . 当时 大 量 的 符号 被 创造 出 来 . 莱 
布 尼 效 了 对 于 各 种 记 法 进行 了 长 期 的 研究 ,征求 同 代 人 的 意见 ， 然 后 选取 他 认为 是 最 好 的 符 
号 .他 认为 好 的 符号 有 可 能 大 大 节省 思维 劳动 。 1675 年 决定 用 作为 积分 的 符号 ( 代替 
以 前 的 omn. ). 


二 ， 数 系 


1. 整数 .长 期 困扰 人 们 的 是 负数 ， 尽 管 公元 600 年 之 后 印度 的 数学 家 开始 引入 0 和 负 
数 ， 并 且 有 了 运算 法 则 ， 并 且 通 过 阿拉 伯 人 的 著作 传 到 欧洲 ， 但 是 一 直到 十 九 世纪 仍 有 一 些 
( 当然 不 是 全 部 ) 数 学 家 不 承认 负数 的 合理 性 . 日 耳 曼 数学 家 施 蒂 费 尔 (Stifel)(1486-1567) 
(最 早 有 对 数 函数 想法 的 人 ) 认为 负数 是 荒 廖 的 数 . 韦 达 (Vieta)(1540-1603) 干脆 拒绝 负 
数 . 卡尔 丹 (Cardan)j(1501-1576) 认为 负数 可 以 作为 方程 的 根 出 现 ， 但 只 是 一 种 符号 ， 不 
是 有 痘 义 的 解 . 笛 卡 尔 (Descartes)(1596-1650) 比 卡尔 丹 好 一 些 ， 他 通过 方程 的 变换 ( 将 
Flz) = 0 变 为 jz 一 mm) = 0(m 为 大 的 正 整数 ) ) 使 得 负 根 变 为 正 根 ， 所 以 它 愿意 接受 负 
数 , 但 是 他 称 负 根 为 “ 假 根 ", 因为 负数 代表 了 比 “无 ?还 小 的 数 . 帕斯卡 (Pascal)(1588-1651) 
说 0 减 去 4 纯粹 是 胡说 。 他 的 一 个 朋友 神学 家 兼 数学 家 阿尔 诺 (Arnauld)(1612-1694) 提 
出 反对 负数 的 一 个 理由 : 等 式 -1 :1 = 1: -1 没有 道理 (一 个 小 的 数 比 上 大 的 数 怎么 能 等 
于 大 数 比 上 小 数 呢 ? ). 莱 布 尼 效 同意 这 个 反对 理由 ， 但 认为 可 以 进行 这 样 的 比例 运算 ， 数 
学 家 马 塞 尔 (Masares)(1731-1824) 是 英国 剑桥 大 学 的 克莱尔 学 院 的 研究 员 和 和 皇家 学 会 会 
员 , 他 在 《 专 论 在 代数 中 使 用 负 号 》 一 书 中 写 道 : “它们 ( 指 方程 的 负 根 ) 只 会 把 方程 的 整个 
理论 搞 糊 涂 ， 而 且 把 一 些 究 其 本 质 说 来 是 出 奇 地 明显 简单 的 东西 搞 得 上 涩 难 懂 、 玄 妙 葛 测 ， 
1 把 他 们 从 代数 里 驱逐 出 去 .…… :一定 会 使 代数 ( 或 普遍 的 算术 ) .………… 在 简洁 明 
了 和 证 明 方面 成 为 不 亚 于 几何 的 一 门 科 学 .” 欧 拉 (Euler)(1707-1783) 一 直到 18 世纪 后 半 
叶 仍 然 深信 负数 大 于 co . 著名 数理 逻辑 学 家 ( 伦敦 大 学 教授 ) 狄 摩根 (De Morgan)j(1806- 
1871)1831 年 说 ，“ 虚 数 式 V 二 a 和 负数 式 -有 一 种 相似 之 处 ， 即 只 要 它们 中 的 任 一 个 
作为 问题 的 解 出 现 ， 就 说 明 一 定 有 某 种 矛盾 和 谓 误 . 只 要 一 涉及 到 实际 的 含义 ， 两 者 都 是 同 
样 的 虚构 ,因为 0 一 a 和 V=a 同样 是 不 可 思议 的 .” 他 举例 说 : 父亲 56 岁 ,儿子 29 岁 ， 
问 何 时 父亲 的 年 龄 是 儿子 的 2 倍 设 答案 为 z 年 后 ， 通 过 解 方程 得 到 2 = 一 2 . 这 是 荒唐 
的 。 其 原因 是 当初 的 z 设 得 不 对 .如 果 设 答案 为 z 年 前 ， 就 没有 问题 了 . 


数学 的 发 展会 出 现 一 些 奇怪 的 现象 . 负数 ( 以 及 有 理 数 ) 的 地 位 的 确立 是 在 无 理 数 ( 实数 
) 理论 建立 之 后 〈 而 复数 的 合法 性 又 建立 在 实数 理论 之 前 )， 在 人 们 在 创立 实数 理论 时 假定 
了 有 理 数 已 经 存在 ， 实 数 的 定义 求助 于 ( 有 理 数 基 础 上 的 ) 公理 化 方法 .公理 化 方法 在 数 
学 中 全 面 运用 主要 的 动力 来 源 于 非 欧 几 何 . 这 类 几何 在 19 世纪 上 半 叶 已 经 形成 . 

为 有 理 数 寻求 可 靠 的 理论 依据 的 第 一 个 人 是 欧姆 (M.Ohmj)(1792-1872) (欧姆 定律 的 
那个 欧姆 的 弟弟 )， 1882 年 他 在 《数学 的 一 个 完备 相 容 系 的 研究 》 一 书 中 作 了 这 方面 的 努 
力 。 1859 年 之 后 外 尔 斯 特 拉 斯 (Weierstrass)(1815-1897) 在 一 些 演讲 中 确信 :， 只 要 有 
了 有 有理数， 实数 的 建立 就 没有 任何 困难 . 1860 年 他 从 自然 数 出 发 导出 有 理 数 和 负数 ( 用 
两 种 自然 数 的 数 对 )， 但 是 他 并 没有 意识 到 他 的 理论 的 前 提 是 弄 清 普通 的 整数 ,之 后 德 德 肯 
(Dedekind)(1831-1916) 在 187~ 年 间 用 集合 论 的 思想 给 出 了 一 个 整数 理论 ( 发 表 于 1888 
年 ). 由 于 该 理论 过 于 复杂 , 而 没有 被 后 人 采用 .1889 年 皮 诺 (Peano)(1858-1932) 在 《 算 
术 原 理 新 方法 》 一 书 中 给 出 了 现在 流行 的 “ 皮 诺 公理 .他 利用 了 德 德 肯 的 结果 . 

皮 诺 引进 了 一 些 很 有 用 的 简单 的 记号 ， 例 如 “E ”、“ 了 ”。 他 用 No 表示 自然 数 ， 用 
Q 十 表示 自然 数 a 的 后 继 ( 即 & 十 1 ,但 是 在 定义 自然 数 之 前 当然 不 能 定义 自然 数 的 加 法 ， 
所 以 皮 诺 不 能 写 十 1 )， (由 于 这 些 符号 是 新 的 ， 他 在 都 灵 大 学 的 学 生 不 接受 . 他 试图 用 
让 每 个 学 生 都 及 格 的 办 法 来 满足 学 生 ， 但 最 终 还 是 被 迫 辞 职 . ) 

皮 诺 公理 . 

(1) 1ENol 

(2) 1L 不 是 任意 自然 数 的 后 继 ; 

(3) “每 个 自然 数 都 有 一 个 后 继 ; 
(4 如果 a 与 六 的 后 继 相等 ， 则 a 与 相等 ; 

(5) 若 一 个 由 自然 数组 成 的 集合 3 满足 条 件 ，1 < 9 ,并且 we 3 绚 含 ao+ Ee 5， 
则 9 = No (数学 归纳 法 公理 ). 

加 法 与 乘法 的 定义 为 〈 归 纳 地 ): 


4 十 工 = 0 十 ， a 十 ( 叶 ) = (ac 十 人 十 ; 


1.a=w， a: (二 ) = (ab 十 0. 


由 上 述 的 公理 条 件 和 定义 就 可 以 证 明 自 然 数 的 加 、 乘 法 满足 交换 、 结 合 、 分 配 律 . 

由 自然 数 出 发 就 可 以 定义 整数 为 自然 数 的 有 序 对 (a;, b) (的 等 价 类 ( (a;, ) 等 价 于 (ao 妇 ) 
定义 为 Q 十 以 = wo 十 上 ))， 其 直观 含义 就 是 w 一 六 ( 即 ao < b 时 为 负 整数 ， a > 已 时 为 
正 整数 ， 即 a = ) 时 为 0 )。 再 适当 地 定义 整数 的 加 乘法 (减法 用 加 法 定义 )， 就 有 了 完整 
的 整数 集 . 

有 理 数 用 整数 的 有 序 对 ( 的 等 价 类 ) 定义 : 设 4 、 万 是 整数 ， 已 夭 0, 则 (4, 九 ) 是 
有 理 数 ， 其 直观 含义 就 是 4/ 巨 . 适当 地 定义 有 理 数 的 加 乘法 ， 就 有 了 有 理 数 集 . 

2. 实数 . 困难 在 于 无 理 数 . 象 我 们 以 前 说 过 的 ， 尽 管 毕 达 格 拉 斯 学 派 以 及 后 来 的 一 些 支 
持 者 坚持 认为 无 理 数 只 能 是 比例 而 不 是 数 ， 但 是 古 埃及 、 古 巴比伦 人 、 亚 历 山大 时 期 的 希腊 
学 者 以 及 后 来 的 印度 人 和 阿拉 伯 人 都 很 随意 地 对 待 、 计 算 无 理 数 ， 并 用 其 近似 值 代替 之 . 例 
如 阿 基 米 德 曾经 计算 出 3 和 8 > V3 > 叫 . 印度 人 还 对 于 二 次 无 理 数 进行 运算 . 在 16 世 


纪 ， 人 们 引入 了 越 来 越 多 的 无 理 数 ， 而 且 用 各 种 方法 计算 一 些 无 理 数 . 例如 施 蒂 费 尔 考 虑 过 
形 如 VWa 二 &%2 的 无 理 数 ， 韦 达 通 过 对 于 圆 内 接 正 2” 边 形 的 途径 给 出 了 第 一 个 关于 Tr 的 


公 导 
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(此 式 和 下 面 的 无 穷 次 运算 表达 式 都 被 理解 为 “极限 ?>， 即 进行 充分 多 次 运算 的 结果 将 会 充 
分 接近 该 式 所 表达 的 数 ) 韦 达 还 对 于 求 平 方 根 和 立方 根 的 方法 作出 了 改进 和 推广 。16 世纪 
的 邦 贝 利 (Bombelli) 用 连 分 数 表达 二 次 无 理 数 ， 设 


V2=1+ 一 ， 
2 


则 
=1+V2. 


用 开始 的 等 式 的 V2 代入 就 有 
1 
一 1+V2=2+ 了 了 
由 此 迭代 下 去 ， 得 


1 1 1 1 11 
% 。 2 人 于 于 车 ) 
2 


沃 利 斯 (Wallis)(1616-1703) 在 《无 穷 大 的 算术 》 ( 1655 ) 一 书 中 给 出 
呈 
丰 


3:3:.5.5.7.7.…: 
2.4.4.6.6.8..… 
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T ”2+2+2+2 二 


(后 者 是 布 龙 克 尔 (Brouncker) 勋 勇 (1620-1684) 得 到 的 结果 . ) 1674 年 莱 布 尼 兹 证 明 
了 


和 

4 3 20 77 
但 是 始终 有 一 些 数 学 家 对 于 无 理 数 不 放心 . 施 蒂 费 尔 就 曾 说 过 “ 当 我 们 想 把 他 们 数 出 来 时 
0 就 发 现 他 们 无 止境 地 往 远 跑 ， 因 而 没有 一 个 无 理 数 是 能 被 我 们 准确 掌握 的 .………: 
而 本 身 缺 乏 准确 性 的 东西 就 不 能 称 其 为 数 .” 


到 了 18 世纪 人 们 对 于 无 理 数 有 了 和 更深 的 研究 。 1737 年 欧 拉 证 明了 
下 灿 沁 : 省 


二 可 过 ee 
评 寻 本 下 生生 计生 
和 
BE 证 
6 三 6 十 10 十 14 十 


从 而 证 明了 e 和 e2 是 无 理 数 . 他 在 柏林 科学 院 的 同事 兰 伯 特 (Lambert)(1728-1777) 证 
明了 T 是 无 理 数 . 勒 让 德 (Legendre)(1752-1833) 猜测 T 是 超越 数 ( 即 不 是 任意 一 个 有 
理 系 数 ( 非 零 ) 一 元 多 项 式 的 根 )，( 1873 年 厄 米 特 (Hermite)(1822-1901) 证 明了 e 是 
超越 数 ， 7 的 超越 性 被 林 德 曼 (Lindermannj(1852-1939) 在 1882 年 证 明 , ) 

上 面 的 这 些 无 穷 次 运算 式 实际 上 一 直 被 视 为 有 理 数 的 无 限 序列 的 极限 . 这 就 出 现 一 个 本 
质 性 的 问题 : 如 果 有 理 数 列 的 极限 是 无 理 数 ， 而 无 理 数 并 没有 定义 ， 这 在 逻辑 上 就 说 不 通 
了 . 到 了 19 世纪 下 半 叶 ， 出 现 了 几 个 关于 实数 的 理论 ， 给 出 了 无 理 数 存在 的 公理 基础 .最 
常用 的 有 7 个 ， 即 1. 一 个 德 德 肯 分 割 确 定 一 个 实数 ， 2. 哥 西 收敛 准则 ， 3. 区 间 套 确定 
唯一 的 实数 ， 4. 闭 区 间 的 任意 开 覆 盖 必 有 有 限 子 履 盖 ， 5. 单调 有 界 序列 有 极限 ， 6. 有 
上 界 必 有 上 确 界 ， 7. 有 界 的 无 穷 数 集 有 聚 点 .它们 中 的 每 一 个 都 可 以 作为 实数 的 公理 . 由 
任何 一 个 出 发 都 可 以 推出 其 他 6 个 .我们 简单 叙述 前 两 个 . 

德 德 肯 的 理论 建立 在 划分 直线 的 直观 上 . 一 个 德 德 肯 分 割 是 指 将 有 理 数 分 成 两 个 非 空 集 
合 4 和 已 ,满足 下 述 性 质 ， 4 中 的 任 一 数 小 于 已 中 的 任 一 数 . 这 时 4 中 可 能 有 最 大 的 
(有 理 ) 数 ,， 或 妃 中 有 最 小 的 数 。 如 果 这 两 种 情形 之 一 发 生 ， 就 说 这 个 分 割 是 由 那个 有 理 
数 确定 的 . 如 果 以 上 两 种 情形 都 不 发 生 ， 就 说 这 个 分 割 是 由 一 个 无 理 数 确定 的 ( 称 这 种 分 制 
为 第 二 类 分 割 )， (直观 地 说 ， 这 个 无 理 数 就 是 比 4 中 所 有 数 都 大 并 且 比 妃 中 所 有 数 都 小 
的 无 理 数 ， 或 者 说 是 夹 在 4 、 号 之 间 的 那个 无 理 数 . ) 

接着 , 他 定义 实数 ( 即 分 割 ) 的 大 小 关系 . 由 于 有 理 数 的 大 小 已 经 是 清楚 的 了 , 所 以 只 要 考 
虑 不 全 是 有 理 数 的 两 个 实数 的 大 小 , 也 就 是 考虑 两 个 分 割 (41, B1) 和 (42, B2) ,其 中 至 少 有 
一 个 是 第 二 类 的 . 则 (41, 刀 ) 小 于 (42, Ba) 定义 为 41 和 42 . 由 此 定义 德 德 肯 证 明了 这 个 
小 于 关系 ( 记 为 * < ”) 满 足 传递 性 , 即 如 果 (41, Bi) < (42, DB) 且 (4 DB>) < (43, Da) ， 
则 (41, Di) < (43, Ba) . 然后 他 证 明了 如 果 (41, Pi) < (42, DB) ， 则 存在 无 穷 多 的 分 
割 (4i, 妃 ) 存在 于 这 两 个 分 割 之 间 ( 即 (41, BDI) < (4i, Di) < (42, Da),Y1 )， 最 后 他 
证 明了 对 应 于 实数 的 任 一 分 荐 的 ( 实 ) 数 是 唯一 的 。 最 后 这 一 结论 实际 上 就 是 实数 的 连续 
性 (完备 性 )， 即 从 实数 ( 而 不 是 有 理 数 ) 的 分 割 出 发 不 会 得 到 新 的 数 ( 有 一 些 人 ， 例 如 布 
尔 扎 诺 ， 曾 认为 所 谓 “ 连 续 性 ”是 指 在 任意 两 个 不 同 的 数 之 间 都 存在 数 . 实际 上 这 是 稠密 性 
的 含义 ， 与 连续 性 不 是 一 回 事 。 例 如 有 理 数 集 是 稠密 的 但 不 连续 ). 

德 德 肯 又 定义 了 实数 的 运算 . 设 (41, B1) 和 (42, B2) 是 两 个 分 割 ，c 为 有 理 数 . 如 果 
存在 al E 41 和 aa E 42 使 得 ai 十 aa 之 c ， 则 把 c 放 在 Ci 中 . 其 他 的 有 理 数 的 全 体 记 
为 Ca . 不 难 证 明 (Ci C2) 构成 一 个 分 割 。 此 分 割 就 定义 为 (41, DPI) 与 (42, B2) 的 和 . 
实数 的 其 他 运算 的 定义 类 似 。 由 这 些 定 义 出 发 不 难 证 明 实 数 的 运算 满足 通常 运算 的 性 质 . 

德 德 肯 本 人 说 过 他 的 这 个 定义 利用 了 欧 几 里 德 关于 比例 的 工作 . 《原本 》 中 定义 不 可 公 
度量 的 比例 的 相等 时 ， 对 于 这 样 的 比例 w/ ， 欧 几 里 德 实际 上 把 有 理 数 7/m 分 成 两 类 ， 
一 类 是 ?mm/m < Q/0 ， 另 一 类 是 7m/m > aw/ .当然 这 种 划分 有 逻辑 上 的 缺陷 ,因为 当时 根 
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本 没有 定义 不 可 公 度 量 的 比例 . 但 是 ,无论 如 何 ， 欧 几 里 德 已 经 具有 定义 无 理 数 的 基本 思想 
了 .只 是 当时 人 们 将 不 可 公 度 量 的 比例 仅仅 限制 在 几何 中 ， 而 几何 与 数 是 被 截然 分 开 的 ， 从 
而 导致 无 理 数 没有 被 纳入 数 的 范围 . 

所 谓 “ 哥 西 收敛 准则 ”是 由 康 托 (Cantor)(1845-1918) 在 哥 西 (Cauchy)(1789-1857) 
序列 的 基础 上 提出 来 的 . 设 al az, … 是 一 个 有 理 数组 成 的 序列 . 它 称 为 一 个 基本 序列 ( 哥 
西 序列 )， 如 果 对 于 任 痊 (有理数 ) s > 0 ,存在 N ， 使 得 对 于 所 有 的 7m;7? > N ， 都 有 
|o 咪 一 an| < .两 个 基本 序列 (an) 和 (ao ) 称 为 等 价 的 ， 如果 dim |l 几 一 ao =0。. (这 


个 “等 价 ”确实 是 个 等 价 关系 . ) 一 个 等 价 类 就 定义 为 一 个 实数 ( 记 为 w ) (直观 上 就 是 极 
限 值 ). 

对 于 两 个 基本 序列 = (an) 和 少 = (如 ) (它们 定义 的 实数 分 别 记 为 和 》)， 可 以 证 
明 (an 十 妃 ) 仍然 是 基本 序列 ， 并 且 它 所 在 的 等 价 类 与 gc = (an) 和 = (如 ) (在 各 自 等 
价 类 中 ) 的 选取 无 关 。 就 定义 (an 十 如 ) 所 定义 的 实数 为 w 与 妨 的 和 a 十 上 。 这样 就 定义 
了 实数 的 加 法 运算 .其 他 的 运算 的 定义 类 似 。 实 数 w = (an) 和 晴 = (如 ) 的 大 小 关系 用 减 
法 定义 (例如 a > 六 就 定义 为 Q 一 训 > 0 ). 

康 托 接着 证 明了 从 实数 ( 不 限于 有 理 数 ) 的 基本 序列 出 发 并 不 能 得 到 新 的 数 ， 也 就 是 说 
实数 集 是 完备 的 . 

3. 复数 .和 技 番 图 在 解 方程 时 就 遇 到 过 负数 开平 方 ， 他 握 弃 这 样 的 解 (以 及 负数 解 )， 卡 
尔 丹 在 1545 年 所 著 的 《重要 的 艺术 》 一 书 中 出 现 过 方程 z(10 - 7) = 40 ， 解 得 Z = 
5 士 V 一 15 . 他 说 : “不 管 会 受到 多 大 的 良心 责备 "， 这 两 个 根 确 实 满足 原 方程 . 于 是 他 说 : 
“算术 就 是 这 样 地 搞 下 去 的 ， 它 的 目标 .… …. 是 又 精致 又 不 中 用 的 . ” 邦 贝 利 在 解 3 次 方 
程 时 也 考虑 了 复数 ,并 且 正 确 地 进行 复数 的 四 则 运算 ,但 是 他 认为 复数 无 用 而 且 不 可 捉摸 . 
笛 卡 尔 也 握 弃 复数 ， 并 称 之 为 “虚数 "。 他 的 观点 是 ， 解 方程 时 如 果 出 现 负数 解 ( 他 所 说 的 
“ 假 根 )， 通 过 适当 地 改变 未 知 量 可 以 得 到 真 根 ， 但 是 如 果 出 现 虚 根 ， 就 无 论 如 何 也 变化 不 
出 真 根 。 从 这 个 意义 上 说 ， 策 卡尔 在 区 别 方 程 的 实 根 和 复 根 方面 要 比 前 人 高 明 . 甚至 牛顿 也 
不 认为 复 根 是 有 意义 的 。 莱 布 尼 兹 说 -1 的 平方 根 “是 介 于 存在 于 不 存在 之 间 的 两 栖 物 ”. 

复数 引起 的 更 大 的 困惑 在 对 数 函 数 的 微 积分 中 . 伯 努 利 ( 兄弟 中 的 弟弟 ) 在 1702 年 指 
出 ， 在 微分 zs 中 作 蔡 换 z 一 当 ， 得 到 殉 引 .而 变换 前 后 的 积分 分 别 是 反正 切 函 
数 和 对 数 函 数 ， 所 以 伯 努 利 建立 了 三 角 函 数 与 对 数 函 数 的 关系 . 这 个 重要 的 结果 引起 了 关于 
负数 和 复数 的 对 数 的 长 期 、 激 烈 的 争论 . 莱 布 尼 兹 、 欧 拉 互 相 驳 斥 .最终 的 结果 是 欧 拉 比 较 
正确 . 

对 于 复数 的 理解 有 帮助 的 是 复数 及 其 运算 的 几何 表示 ， 即 把 复数 与 平面 上 的 点 对 应 起 来 
(就 象 把 实数 与 直线 上 的 点 对 应 起 来 一 样 )， 这 种 想法 开始 于 沃 利 斯 ， 但 是 他 并 没有 引入 虚 
轴 . 欧 拉 是 知道 复数 的 几何 表示 的 , 但 是 我 们 不 清楚 他 将 这 种 方法 运用 到 何 种 程度 ( 他 确实 有 
过 一 些 错误 ， 例 如 V-4wV-IT= V4= 2 ). 复数 及 其 运算 的 向 量 表示 方法 第 一 次 是 1719 
年 由 挪威 出 生 的 自学 的 测量 员 韦 塞 尔 (Wessel)(1745-1818) 在 丹麦 皇家 科学 院 论文 集 的 一 
篇 论文 中 给 出 的 ， 他 的 方法 与 现在 的 方法 完全 一 样 . 但 是 这 一 演义 重大 的 结果 一 直 没 有 被 注 
意 , 直到 1897 年 译 成 法 文 重新 发 表 后 才 被 人 们 重视 . 瑞士 的 阿尔 网 (Argand)j(1768-1822) 
也 是 自学 成 才 的 ， 他 给 出 了 一 个 略 有 不 同 的 向 量 解释 ， 引 进 了 复数 的 长 度 和 角度 ,将 复数 表 
达 为 r(cos a 十 isin aw) ， 并 在 此 基础 上 进行 复数 的 运算 ， 证 明 几 何 和 三 角 中 的 结果 。 高 斯 
(Gauss)(1777-1855) 在 证 明代 数 基 本 定理 时 当然 要 用 到 复数 . 他 在 1825 年 曾 在 一 封 信 中 


说 过 ，“ V--1IL 的 真正 奥妙 是 难以 捉摸 的 . ”但 是 他 ( 1831 年 ) 后 来 对 于 复数 的 几何 表示 
是 十 分 清楚 的 。 他 不 再 用 向 量 表示 复数 ， 而 是 用 a 十 贞 表示 复 平面 上 的 一 个 点 ， 并 且说 明 
了 复数 的 几何 加 法 和 乘法 法 则 . 他 说 : “复数 的 直观 意义 已 经 完全 建立 起 来 并 且 不 需要 再 增 
加 什么 就 可 以 在 算术 领域 中 采用 这 些 量 . ”“ 复 数 ”这 个 词 就 是 他 引入 的 ， 用 以 代替 以 前 的 
“虚数 *， 并 且 用 i 代替 V= 工 . 

复数 的 理论 基础 的 建立 应 当归 功 于 哈密 顿 (Hamilton)(1805-1866) 。 1837 年 他 在 一 
篇 论文 中 指出 “复数 a 十 下 不 是 2 十 3 意义 上 的 一 个 真正 的 和 ， 加 号 的 使 用 只 是 历史 的 巧 

0 复数 十 贞 只 不 过 是 实数 的 有 序 对 (a, 让) .” 利 用 i 的 运算 性 质 ， 它 给 出 了 复 
数 作为 有 序 对 的 运算 公理 四 则 运算 的 法 则 是 


十 (cd =(a 士 cg 士 q)， 
. (cq)=(ac 一 pdaad 二 bc)， 


(a,D) ac 十 bd bc 一 aq 
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(由 这 些 运算 规则 容易 验证 数 的 运算 的 通常 性 质 . ) 在 对 于 复数 的 这 种 观点 下 ， 不 仅 使 得 复 
数 逻 辑 地 建立 在 实数 理论 基础 之 上 , 而 且 彻 底 消除 了 V 一 1 的 神秘 感 . 当然 直接 使 用 w 十 扩 
仍 有 其 方便 之 处 。 ( 高 斯 在 1833 年 给 一 个 好 友 的 一 封 信 中 说 ， 实 际 上 1831 他 就 已 经 有 了 
有 序 对 的 概念 . ) 


